MPSIA Suites de nombres complexes lycée Chaptal

Dans tout ce qui suit, (2n),cny (Un)pens (Vn)pen- - -sont des suites a valeurs complexes, c’est a dire telles que pour tout
entier naturel n, z,, Uy, Up,...€ C

Définition 1 La suite (2,,),,cy est bornée dans C s’il existe M € R’ tel que pour tout naturel n ,|z,| < M.

Remarque : cela signifie que 'ensemble Z = {z,, | n € N} est borné dans C.

Définition 2 La suite complexe (z,),y est dite convergente s’il existe A € C tel que la suite réelle (|2, — X)),y converge
vers 0.

Remarques :
1. cette définition équivaut & : Ve >0, Ing € Ntelque Vn €N, (n = ng = |z, — A\| < ¢);
. une suite qui ne converge pas est appelée divergente ;

2

3. il n’y a pas d’équivalent pour les suites & valeurs complexes de « 111;1_1 Ty = 000 ;
n—-+oo

4

. I’étude des suites & valeurs complexes se déduit de (et se ramene a) I’étude des suites & valeurs réelles.

Proposition 3 Un tel compleve ), s’il existe, est unique. \ est la limite de la suite (2,), oy et notons A = lirf Zn-
— : n—+oo

Dans ce cas, nous dirons que (zn), oy converge vers .
Posons & = [A — \|.

Démonstration : Soient A et A deux limites de (zy),,cy-

€
O Supposons que € > 0 et posons n = B > 0.

Comme (zy,),,cy converge vers J, il existe ny € N tel que si n > ny, alors |z, — A| < 7. De méme, comme (2y,),, .y converge
vers )\, il existe no € N tel que si n > ng, alors |z, — X| < 7. Posons ng = max(ni,ns) : nous obtenons |\ — \| <
A= zno| + |20y — N| <m+n. Dol € < € : contradiction. (J Finalement, A = \". CQFD

Proposition 4 Supposons que la suite (zy,), oy converge vers X € C. Alors :
1. (2n) ey est bornée;
2. (|znl)pen converge vers |A| ;

3. (Zn)pen cOMVETgE VETS .

Démonstration :
1. En utilisant la définition de la convergence pour € = 1, nous obtenons l'existence de ny € N tel que si n > ng, alors
|zn, — A| < 1, d’olt en particulier |z,| < 1+ |A[.
Posons M = max(1+|A|, |20, .., |2n,—1]) € R}.. D’apres ce qui précede, pour tout entier naturel n, z, < M : (z,)
est bornée .

neN

2. En remarquant que pour tout entier naturel n, ||z, | — [A|| < |2, — A, les résultats sur les suites rélles permettent alors
de conclure.

3. C’est la méme chose en remarquant que pour tout entier naturel n, |z, — X’ = |z, — A\|. CQFD

Proposition 5 Tous les résultats obtenues dans R concernant les opérations sur les suites convergentes sont encore valables
dans C.

En particulier, nous pouvons en déduire que S. = { suites & valeurs complexes convergentes } est une sous-algebre de
{ suites & valeurs complexes} = CY et que I’application

p S - R
(zn)neN = nEI-lr—looZn

est un morphisme d’algebre.
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Proposition 6 (Utilisation des parties réelles et imaginaires) Soient (2,,),cy €t (Yn),cn des suites a valeurs réelles
et (Z")neN la suite a valeurs complexes définie par z, = x, + iy, pour tout naturel n.
Soient a et b des réels et c = a +1ib € C. Il y a équivalence entre les énoncés :

(i) (2n),en cOnverge vers c;
(ii) (Tn),en converge vers a et (yn),cy converge vers b.
C’est a dire qu’'une suite a valeurs complexes converge si, et seulement si, les suites a valeurs réelles composées des parties

réelles et imaginaires convergent.

De plus, nous avons ngrfoo( Re(z,)) = Re(nglfoo(zn)) et ngrfoo( Im(z,)) = Im(ngrfoc(zn))
Démonstration

(1) = (i) : remarquons que pour tout entier naturel n,

(Zn =)+ (Z0 =)
2

(Zn =€) = (Za =)
2

1 1
|(zn —a)] = S glem =tz —el et |(yn —b)| 5 S g len =+ lm 1.

La proposition 4 et les résultats sur les suites a valeurs réelles permettent de conclure.

(#i) = (i) : il suffit de remarquer que pour tout entier naturel n, nous avons I'inégalité
[2n — ¢l = | (zn —a) +i(yn = b)| < |(zn — @) + [(yn — D).
CQFD
Exemples :

(1+4)"

1. u, = on

T
[N}
3
_

défini une suite qui converge vers 0. En effet, |u| |= = ;
lul, [=1(57) Wk
1 1., PP . . .
2. u, =1+ 27) + (2+ —)i, n > 1 défini une suite qui converge vers 1 + 2i;
n
3. up =1+ (—1)"i défini une suite divergente.

Enfin, comme pour les suites & valeurs réelles, nous avons

Proposition 7 Si (2,), oy est une suite a valeurs complexes qui converge vers X,

alors toute suite (un), ey = (2p(n)), oy €xtraite de (zn),cy est convergente et de méme limite .

Exemple : la suite définie par z,, = €' 2 est divergente. En effet, les deux suites extraites de (zy,)
et v, = 24n41 = ¢ convergent vers deux limites différentes.

nm ’ .
2 nen définies par u, = z4, =1

Théoréme 8 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite compleze bornée on peut extraire une sous-suite convergente.



