MPSTA Relations de comparaison lycée Chaptal

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R, contenant au moins deux points et a € I, ¢’est-a-dire :
- soita€el;
- soit a est une borne de I (on peut avoir a = +00 ou @ = —00).

Sans plus de précisions, f, g, h, ¢, ... seront des fonctions de I dans R, généralement définies sur T\ {a}.

I Relations de domination et négligeabilité

I.1 Domination

Définition 1.1 Nous dirons que [ est dominée par g au voisinage de a Si :

—cas ot a € R: ’3M>O7 Ja >0 tels que Ve € I, |z —a| < a = |f(z)] < M|g(z)||;
— cas ou a = +00 : ’EIM>0, JA >0 tels que Ve € I,z > A= |f(x)] < Mlg(x)||;
— cas ot g = —00 : ’EIM>O, dB < 0 tels queVmEI,x<B:>\f(ac)|<M\g(m)\‘.

Attention : la constante M ne doit dépendre que des données a, f, g et surtout pas de « = » !

Proposition 1.2 Il y a équivalence entre les énoncés :
(i) [ est dominée par g au voisinage de a ;

(i) il existe un réel o > 0 et une fonction b : la — «,a + a[N] — R, bornée sur]a — a,a + a|NI,
tels que Yz €la — a,a + a[NI, f(x) = b(z)g(x).

Preuve : On remarque que sur un voisinage de a, on a g(x) = 0 = f(x) = g(z) = 0. On définit alors sur ce

voisinage b(x) = { (])”(a:)/g(ac) :1 igg i 8 , et on vérifie que cette fonction convient.

Corollaire 1.3 Dans le cas ot g ne s’annule pas sur I, il y a équivalence entre les énoncés :

(i) [ est dominée par g au voisinage de a ;

(i) Uapplication 5 est bornée au voisinage de a.

Notation de Landau : si f est dominée par g au voisinage de a, nous noterons : | f(z) = O (g(z)).

Remarques : attention, ceci n’est pas une égalité! Cette notation signifie que f appartient a I’ensemble des
fonctions dominées par g.

Proposition 1.4 Si f(z) = O (g(z)) et lim (g(z)) =0, alors lim (f(z)) = 0.

T—ra r—a T—ra

Démonstration. Il existe M > 0 et @ > 0 tels que pour tout = € I, si |z — a|] < a, alors |f(z)] < |g(x)| et
lim (M |g(x)]) = 0, d’ou le résultat (théoréme d’encadrement). |
r—a
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I[.2 Négligeabilité

Définition 1.5 Nous dirons que f est négligeable devant g au voisinage de a si :

—casoua€R: ’VE>0, Ja > 0 tels que Vo € I, |z — a] < a=|f(z)] <elg(x)]|;
- cas ot a = +00 : ’V5>O, JA > 0 tels que Ve € I,z > A = |f(x)] <€|g(x)|‘;
~ cas ol a = —00 : ’VE>O, IB < 0 tels que Ve € I, < B = |f(x)| <€|g(x)\‘.

Proposition 1.6 Dans le cas ot g ne s’annule pas au voisinage de a, il y a équivalence entre les énoncés :
(i) [ est négligeable devant g au voisinage de a ;

(i) il existe un réel o > 0 et une fonction € : la — a,a + o[ — R
tels que Vx €la — a,a + a|NI, f(x) = e(x)g(x) et lime(xz) = 0.
r—ra

Preuve : On remarque que sur un voisinage de a, on a g(x) = 0 = f(x) = g(z) = 0. On définit alors sur ce
f(@)/g(x)  sig(x)#0
0 sig(x)=0"

Corollaire 1.7 Dans le cas ot g ne s’annule pas sur I, il y a équivalence entre les énoncés :

voisinage e(z) = et on vérifie que cette fonction convient.

(i) f est négligeable g au voisinage de a ;
(i) 1 applzcatzon admet pour limite 0 en a.

Notation de Landau : si f est négligeable devant g au voisinage de a, nous noterons : | f(z) = o (g(z)).

Remarque : attention, ceci n’est pas une égalité! Cette notation signifie que f appartient a l’ensemble des
fonctions négligeables devant g. Il conviendra donc d’étre trés prudent dans la manipulation des « o » dans
les calculs....

Exemples :

2 _ : :
1) z# = 9 (smfac)), 2

[ en effet, @ = T X Gy et comme ilg})w =1, il vient que hmm =0.]
2) (1 —cos(x)) = zgo(x) .

[ en effet, 17625(1) =z X 17‘;025(“”) et comme hr%Ls(m) = 1, il vient que 1in%)1f%s(m) =0.]

xr—r xr—r

Exemples usuels & connaitre par cceur :
1) Va>0et V8 >0, 2) sia< B, 3) Ya >0, Va > 1,

() (In(2))* = o (7); (a) 2= o (af); () 2*= o (a%);

- 1. B _— ay . T _ 1

() (@) = o (&); (b) 27 = o (%) M) o= o (@)

Proposition 1.8 Si f(z) = o (g(x)) et si g est bornée au voisinage de a, alors lim (f(z)) = 0.
T—a Tr—a

Démonstration. Il existe un réel o > 0 et une fonction € : Ja — a,a + a[NI — R tels que Va €]la — o, a + [N,

f(z) = e(z)g(x) et lime(x) = 0. De plus, il existe un réel M > 0 et un réel 8 > 0 tel que si z €la — B,a + 3],
Tr—a

lg(x)] < M. 1l en résulte qu’en posant v = min(a, ), on obtient que si x €]a — v,a + 7, alors |f(z)| < Me(z),

d’oti le résultat par encadrement. |

Proposition 1.9 Opérations et « o » :
1 8if(@)= o (b)) et g(x) = o (h(x)), alors (/(z)+g(x)) = o (h(x)).
2. Si fil@)= o (51(0) et fola) = o0 (ga(a)), alors (fi(w)fale)) =
381 @) = o (a(@) et gle) = o (h(a)), alors (/@) = o (h(@)).
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