MPSIA 2012/2013 vendredi 5 avril 2013

Devoir en temps limité n°10

Les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés.

Si, au cours de lépreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le plus grand soin sera porté a la rédaction ainsi qu’a la présentation de la copie. Environ deux points sur vingt y seront
consacrés dans le baréme de correction.

Les deux exercices et le probléeme sont indépendants. L’énoncé contient 2 pages.

. T in(t n
Exercice 1. On s’intéresse, pour n € N*, a / (SH;( )) dt.
0

sin(t)

1. On note, pour t > 0, h(t) = et h(0) =B € R.

(a) A Taide de la théorie de I'intégration sur un segment vue en cours, justifier que pour tout entier n > 1, I'intégrale

I, = / (h(t))" dt est bien définie. Quelle est I'influence de 8 sur I, ?
0

L e . ™ (sin(t)\"
En déduire une justification de I’écriture I,, = — dt.
0

(b) Etudier les variations de h et en déduire pour n > 1 celle de h™.

sin(a)>”

2. Soit 0 < a < 7 un réel donné. Montrer que pour tout entier n > 1,ona 0< I, < a+ 7r<
Q@

3. En déduire la limite de la suite (I,;)nen--

Exercice 2. Soit n € N*, (aj,--- ,a,) € C" et (by,--- ,b,) € C" tels que pour tout couple (i,5) € [1,n]?, a; + bj #0.
On se propose de calculer le déterminant A,, = det(M) o M est la matrice de M, (C) définie par ses coefficients :

1
ai—l—bj'

v(i,j) € [1,n]?,

mi; =

1. S’ existe i # j tel que a; = a;, que vaut A, 7 A-t-on le méme résultat sur les b; 7

2. Dans le cas n = 2, justifier les étapes du calcul suivant et en déduire une formule pour A,

as+by  as+ by 1+a2—al 1+a2—a1
A, = 1 ar+b1  ar+ba| _ 1 a1+ by ar + by
(a2 =+ bl)(ag =+ bg) (CLQ + bl)(ﬂ;Q + b2)
1 1 1 1
1 1
_ (az —ay) a1 +b1 a1 +ba| _ (az —ay)(by — by)
(a2 + b1)(az + b2) ) ) (a2 +b1)(az +b2)(ar +b2) | a1 + by

3. En s’inspirant de ce calcul, déterminer A3 dans le cas n = 3.

4. En s’ingpirant & nouveau de ce qui précede, comment calculer A, pour tout entier n > 2. On donnera le résultat sous

n

forme compacte (avec des [[;_,...) et on expliquera la méthode sans cependant entrer dans les détails de rédaction.
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Probleme Hyperplan matriciel

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul et K =R ou C.
On rappelle que la trace d’'une matrice carrée A est la somme de ses éléments diagonaux, notée Tr(A).

Ail’lSi, si A= (G’U)lgz,]gn € M ( Za”

=

Montrer que Tr est une forme linéaire sur M, (K)
Montrer que si A et B appartiennent a M, (K), alors Tr(AB) = Tr(BA).
3. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € Z(FE).

(a) Soit & une base de E et Matg(f) la matrice représentative de f dans la base %.
Montrer que Tr(Matg(f)) est indépendante de la base Z. On note cette quantité Tr(f).

(b) On suppose que f est un projecteur de E. Exprimer Tr(f) en fonction de rg(f).

N

(¢) On suppose que Tr(f) =rg(f) = 1. Montrer que f est un projecteur.
On pourra considérer la matrice représentative de f dans une base judicieusement choisie.

4. Soit F' un K-espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € Z(F,K) une forme linéaire sur F.
(a) On suppose que ¢ n’est pas application nulle. Montrer que ker(yp) est un hyperplan de F'.

(b) Soit H un hyperplan de F. En considérant un supplémentaire de H, montrer que H est le noyau d’une forme
linéaire non nulle sur F.

5. Soit B € M, (K). Montrer que 'application ¢ = M — Tr(BM) appartient a .Z (M, (K), K).
6. Montrer que 'application ¢ = B + pp appartient & £ (M, (K), £ (M, (K),K)).
7. Montrer que ¢ est injective.
8. Montrer que pour tout ® € £ (M, (K),K), il existe une matrice B € M,,(K) telle que ® = ¢p.
9. Soit r € [1,n] et J,. = ( Zélk X 523) € M, (K).
1<i,j<n

On note %, = (e1,eq,- - ,en) la base canonique de K™ et f I’endomorphisme de K" canoniquement associé a J,

(c’est-a-dire tel que Matg, (f) = Jr).

(a) Dessiner la matrice J,.

(b) Déterminer la matrice représentative de f de la base %,, dans la base %’ si B’ désigne la base (eg,e3, - ,en,€1),

c’est-a-dire déterminer Mat(f, B,, #’).

(¢) Soit B une matrice non nulle de M, (K). Montrer qu’il existe deux matrices @) et P appartenant & GL,, (K) et une
matrice V' de trace nulle appartenant a M, (K) telles que B = QV P.

10. Soit H un hyperplan de M, (K). Montrer que H contient une matrice inversible.



